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Частные производные и полные дифференциалы высших порядков. 

Пусть дана функция 𝑧 = 𝐹(𝑥, 𝑦), имеющая частные производные 
𝜕𝐹

𝜕𝑥
 и 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
. 

Частные производные от этих производных называются частными 

производными второго порядка. Они обозначаются:  

𝜕
𝜕𝐹
𝜕𝑥

𝜕𝑥
=

𝜕2𝐹

𝜕𝑥2 ,
𝜕

𝜕𝐹
𝜕𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕2𝐹

𝜕𝑥 𝜕𝑦
, 

Аналогично определяются и обозначаются частные производные 

третьего порядка и других высших порядков. 

𝜕
𝜕𝐹
𝜕𝑦

𝜕𝑦
=

𝜕2𝐹

𝜕𝑥2 ,
𝜕

𝜕𝐹
𝜕𝑦

𝜕𝑥
=

𝜕2𝐹

𝜕𝑦 𝜕𝑥
. 



Частные производные и полные дифференциалы высших порядков. 

 Полные дифференциалы высших порядков определяются так: 

𝑑2𝑧 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2 𝑑𝑥2 + 2
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑑𝑥 𝑑𝑦 +

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2 𝑑𝑦2. 



Частные производные и полные дифференциалы высших порядков. 

 Рассмотрим следующие примеры. Найти частные производные третьего 

порядка  функций: 

b)𝑢 =
𝑦

𝑥
 

a)𝑧 = 𝑥3 + 𝑥2𝑦 + 𝑦3 
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𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 3𝑥2 + 2𝑥𝑦 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2 = 6𝑥 + 2𝑦 

Решение: 

a)𝑧 = 𝑥3 + 𝑥2𝑦 + 𝑦3 

𝜕3𝑧

𝜕𝑥3 = 6 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑥2 + 3𝑦2 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2 = 6𝑦 

𝜕3𝑧

𝜕𝑦3 = 6 

𝜕3𝑧

𝜕𝑥2𝜕𝑦
=

𝜕3𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥2 = 2 

𝜕3𝑧

𝜕𝑦2𝜕𝑥
=

𝜕3𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦2 = 0 
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −

𝑦

𝑥2 

Решение: 

b)𝑢 =
𝑦

𝑥
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 =
2𝑦

𝑥3  

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3 = −
6𝑦

𝑥4  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

1

𝑥
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 = 0 

𝜕3𝑢

𝜕𝑦3 = 0 

𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦
=

𝜕3𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥2 =
2

𝑥3 

𝜕3𝑢

𝜕𝑦2𝜕𝑥
=

𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦2 = 0 
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Решение: 

Найти полный дифференциал второго порядка для функции 𝑢, если 

1)𝑢 =
𝑦2

𝑥2
 2)𝑢 = 𝑥 ln

𝑦

𝑥
 

1) 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −2

𝑦2

𝑥3 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 = 6
𝑦2

𝑥4 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

2𝑦

𝑥2  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 =
2

𝑥2 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −4

𝑦

𝑥3 

Таким образом 

𝑑2𝑢 = 6
𝑦2

𝑥4 𝑑𝑥2 − 8
𝑦

𝑥3 𝑑𝑥 𝑑𝑦 +
2

𝑥2 𝑑𝑦2 
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Решение: 

В итоге получаем ответ 

2)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= ln

𝑦

𝑥
− 1 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 = −
1

𝑥
 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝑥

𝑦
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 = −
𝑥

𝑦2 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

1

𝑦
 

𝑑2𝑢 = 6
𝑦2

𝑥4 𝑑𝑥2 − 8
𝑦

𝑥3 𝑑𝑥 𝑑𝑦 +
2

𝑥2 𝑑𝑦2 
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Решение: 

Доказать, что если 𝑧 = cos 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 , то 𝑑2𝑧 = −𝑧(𝑚 𝑑𝑥 + 𝑛 𝑑𝑦)2. 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −m sin 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦  

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2 = −𝑚2 cos(𝑚𝑥 + 𝑛𝑦) 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −𝑚𝑛 cos(𝑚𝑥 + 𝑛𝑦) 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −𝑛 sin(𝑚𝑥 + 𝑛𝑦) 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= −𝑛2 cos(𝑚𝑥 + 𝑛𝑦) 
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Далее подставим производные в выражение: 

𝑑2𝑧 = −𝑚2 cos 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 𝑑𝑥2 − 2𝑚𝑛 cos 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 − 
−𝑛2 cos 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 𝑑𝑦2 = 

= − cos 𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 𝑚2 𝑑𝑥2 + 2𝑚𝑛 𝑑𝑥 𝑑𝑦 + 𝑛2 𝑑𝑦2 = 
= −𝑧(𝑚 𝑑𝑥 + 𝑛 𝑑𝑦)2 

Что и требовалось доказать. 
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Задачи для самостоятельного выполнения. 

Найти полные дифференциалы второго порядка функций: 

1) 𝑧 = 𝑥2𝑦2 − 4𝑥𝑦 

2) 𝑧 =
2

𝑦 − 2𝑥
 

3) 𝑢 = cos 𝑡2 − 𝑠𝑡  



Спасибо за внимание! 


